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P R M F A T I O. 



V^ELEBERRIMUS Quetelet , "non minus morum suaTitate quam 
JQgemi acumine insignis, in dissertatione doctissima, dum nume- 
ru3 quHibet planorum per punctum quoddam in cono recto situm 
agatur ad idem planum, quod punctum datum et axem coni 
Gontineat, perpendicularium , totidem orientur sectiones conicae, 
harum omnium sectionum focos in linea curra versari , invep^t: 
quapropter hanc auctor eruditus recte nominat curvam focalem. 
Apparet simile quid eTeuire, si conus iu cylindrum mutatttr: 
nam cylindrus considerari potest tanquam conus, cujus rertex 
louginquitate inlinita remotus est. Hoc verum recens repertum 
me excitavit ad proprietates curvae focalis regularis, id est, ejiis 
quae intra cylindrum rectum generata est , excutiendas ; quippe 
quae focali irregulari, i. e., ea quae intra conum reclom pro- 
creata est, simplicior reperitur. Eadem nobis dux viae esse potest, 
in proprietatibus posterioris examinandis. Propter hanc ipsam 
simplicitatem plus, quam irregularis, commodi afferre potest. 
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Haec paucis Tcrbis praemitlenda existimaviinus ut, quod nobis, 
qui altiora ac subtiliora hujus disciplinae culmina yix adgressi 
sumus, exspectare licet, haec dissertatio yirorum artis peritorum 
iudulgentiain ac benevolentiam experiatur. 

Haec scribens non potui, quin commemorarem , quantum 

* 

acceptum viroftceleberrimo referam Quetelet, cujus benignitas, 
aditum ad disciplinarum praestantissimam facDiorem mihi red- 
de^s, me maximarum obstrinxit gratiarum ag6ndarum officio. 
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cl AM supponatur numerus ellipsium infinitus , plano p6rpunctum J[ , in 
cylindro recto D i>t£ JS iiiaun,: constanter acto perpendiculari ad idem 
pianum, quod punctum ./i simulque axem cylindri \H'JH contineat^ genera- 
tsff^m '^ quafimi ; o^wjdum, ; pentra in axi cyjiiidri v^sata sunt. Cu jus vis 
enim ellipseos axis major, in plano WCA situs, rectam H'H perpctuo 
secet neccsse est,' quoad ipsi parallelus non sit, et punctum intersec- 
tionis' eptt^oeiitiaira »pllipSB06: I nam triangula similia perpetuo nafecuntur, 
uti V. g. sequentia A'AG et AGB.; «ed^^st AB=BCy ergo AG=A'G; 
quapropter G erit centrum^eUipseos, cujus axis major est A'A. Dia- 
meter minor cujus ris ellipseos erit AC naturae cylindri causa. Sit 
circuli radius BA pro unitate acceptus. Cognitis duahus diametris, 
cbristrtictio feconim jam nullius difficultatis esse potest. Quae de ellipsi 
singuliari ' dicfentur , eadein de omnibus etiam valebunt. ■ Ut inveniantur 
foci J et tf' ellipSeos, cufus axis est AA\ determinentur ex utraque 
parte cerilipi (r distantiae GJ ei GUy sequales distantiae GJ5, ab eodem 
ci^iMW> G ellipseos ad centrum B circuli AC. Similis constructio, cujus- 
lii^et ellipseos in qualibet positione coiisideratae focos determinabit. 
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IL 

Aequatio nnnc focorum loci omninm ellipsenm qnaerenda est, Sint 
rectae AY et X!X ad sese perpendicnlares ut coordinatarum axes. spectatae* 
Curva quaesita oritijr ex intersectionibns continuis peripheriarum circuli. 
Tariabilis cum variabili recta, uti Y. g. intersectionibus axis ellipseos 
A'A cum circulo BJJJy quibus dabuntur foci / et XJ: hanun rero 
lineamm aequationes sequentes sunt, 

jrn ax—1 et r*=/-*+(a? — »)*; 

littera a exprimitur tangens anguli BYA^ quem diameter AA^ eum 
abscissarum axi XX^ format, et littera ec designatur distantia a vertice 

1 

G hujus anguli ad originem B coordinatamm ; sed est a=— , adeoque 

rectae aequatio prodibit. 

y=— cr-— 1, tmde sequitur cc= . ' : 

inde aequatio circuli formam hanc induet, 

' > , « 

r*=y » + («?'—- )», seu eliminato r 

r—m * —y * + ( ^ ^^ * ; ^^^e obtinebittit mUltiplicb - 

tionibus factis aequatio curvae quaesitas, cui nomen curvae focalis regularui 
auctor maxime colendus Quet^let indidit ut eam^* quai.giiiidet, proprie^ 
tatem ipso nomine exprixaeret: ha&c , asqnatio ^t; ' 

r*(r + i)+^'(r— i)=o .... (^) .: . > . .> 

e qua prodibit: 

ar » : / » ; : 1 + y : 1 ~ y , 
id est, quadrata cpordinatamm sunt iuter $e nti/^l+j^) jad (1 — y) id est, 
uti distwtiae ab exfremitate cujusque ordinatae ad utrumque 'C}t}indri. latqs 
oppo«itnmi quum de parte curvae agitur, quaa super axi XJfj/ ver^atur] 
^posita y negativa, prodit jr*:j»::l — y-l+Xj haec quadrata erunt igitur 
iufef* »e in eadem ratione inversa, quum de parte curvae^ altera agitur, 
qy{» hxfpa aixem XX^ collocata est. 
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Habetnr etiam proportio: 



enmt igitur abscissae inter se uti ordinatse per qtiaclratas radices multi- 
plicatse fractionum^ rationem distantiarom ab extren\i^ate cujusque appli^ 
catse ad utrumque latus cylindri oppositum exprimentium. 

III. 

Resoluta aequatione (A) ratione x, elicitnr 



X 



=±iyr:{^y 



cum duo ralores x sibi inyicem sequales, et diversis signis conspicui 
sint, curva modo pariter symetrico in utroque latere axis abscissarcm 
. posita cst. Si in aequatione (^)-ponitur x=:oy erit, y* (^+y) — ^; 
i. e. curva intersecat axem applicatarum in punetis B et^, et punctum 
S est punctum duplex. Pro y—o suppeditat (^) x*=0, id est axis 
abscissarum tangens ad focalem est in puncto B» Dum ponetur x <,MP, 
(MP=0, 3 . . fere) tres ralores applicatae abscissae cuidam respondentes reales 
erunt: Quum fit xzzMP, duo valores applicatae reperiuntur aequales: 
quum vero x^ MP ponitur, tum duo valores applicatae unaginariae erunt. 

+ 1 
Pro a:= — , fit^=:l, conspicitur curvam sese non extendere ultra 

applicatam y = dl 1 , id ]est^ ultra puncta AtXC: quod etiam praevidebatur. 

Recta DCD\ cujus aequatio est /=1 et focalis DLOstrae duo crura in 

piagas oppositas infinite protensa tanto proprius ad se invicem continue 

accedunt, quanto magis producuntur, et tandem coincidimt, ciun abscissa 

est mfinite magna, linde liquet curvam babere a^ympfoton DCD\ Ap«- 

(pliiiatai / e^ data a;qiu«^tione ad. curvam .sit in sejriem qnamdam reducta, *) 



•) Traiti^ du calcul diff^entiel et du calcul int^gral par Licroix, Tome 1. 



• • • • 
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eo citins conyergeiiteiii qno major est abscisM x: non minw liaec series 
indicabit cnryam nnicam haLere asymptoton DD^ rectan^. 

IV. 

Fer pnnctnm B rectae cnjnsdam* dnctae seqnatio hanc formam haLebit 
yzzaxy et ea ilUns per pnnctum A dnctae formam seqnentem indnet 
y=ax—\. Hae rectae pro arbitrio diictae, in pnncto quolibet secare se 
possuut. Sed si punctam intersectionis in curva focali versari debet, 
necesse est hamm aeqnationes cimi illa focalis eodem tempore obtineanty 
id est, omnibus his satisfiat, oportet^ valoribns x eX y^ qui in singulis 
aequationibns iidem snnt. Haec hypothesis dabit duas aequationes inter duas 
varial^iles quantitates, atque adeo imam quae praeter necessitatem reliquis 
adjungitur ad variabiles duas constituendas. Quare his TariabiUbns elimi- 
natis Q^ aequationem^ quae eas non continebit, perveniemus, et cni satis- 
fiaty oportet ut duae rectae in focali se inyicem secare queant: apparet hanc 
sequatiouem fore inter quantitates a et a^, quae directiones rectamm con«- 
stituent. Ad hanc obtinendam aequationem) tres aequationes hdd coufnn-* 
gendae sunt. . ^ 

y=ax. 

y-zza' X — 1, 

ita nt ex iis o? et ^ pellantur. Duae^ priores dabunt 

1 . 

ag= , ; tertia vero formam sumet« si in locum y snf- 
a' — a ' "^ 

ficitur ejus valor et factore commnni x^ dividitur 

a*.(cx+l) = l — ax 

ffm dabit 

%a 
g^^^j 7; haec aecj^atio inclica.t angulum quem, recta per 

pnnetmn A ducta com axi absciAsaram format,' ae^qtialeih esse dttpBci angnlo 
quem constituit recta per pnnctum B ducta cnm axi eodem; posito has 
duas in focali se invicem secare» Manifestnm est , angulum inter. duas has 
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I 

« 

reotas compreheusiim eeqttalem esse ei^ qxiem efficmntw recta per pimctim 
B ducta cmn axi abscissaram» Quod etiam praevidebatmry eet enim angukts 
IIBG=BTJG at^e angulus GBJ—BJG^ Focalis ^oque igitipr, nulla 
ratione habita circuli Tariabilis B JJJy locus intersectioiium* rectarum omnium 
constanter per puncta A et B ductarum secundum legem <juam exprimit 

fomula a=- ^y considerari potest« 

V. 

Si nunc f ungentur puncta U et U^ tum inter se , tum cum puncto A\ 
orietur triangulum AU' U inscripttim et asq[uilaterum^ etenim applicatse 

y=^ respondet a:=+-Tp^ 3 ; 
unde sequitnr UU' = l/^"3 T 



AU=AU'^ \/^ {AB + BR)* +{RU)^ = ^/"3 

Facile etiam patebit si radio B G cLrca B desoribitur circulus , iungun- 
turque rectis pimcta intersectionis , /, J\ G\ JJy £,. Cr, polygonum 
IjiI/ & J^ J^ faturam hexagorum regulare. Hoc theorema singulare et 
elegantissimum a magnifico Quetelet viro inventum, Dandelin accutissimus^ 
militum, <{ui castra metantur, Belgicorum nimi^ro insertus, in libello 
qni inscribitur ,,memoire sur. quelques proprietes Kmarquables de la 
focale parabolique ^^ academiae Bruxellensi tradito etiam probabit praeceptis 
geometricis, quae ipse in animo creasse videtnr. 

VL 

Fro aeqpnatione tangentis ad cnrvam seqaentem ope oalcoli differentialis 
obtinetur 

et pro iBa normalis 

^ ^ J - 2a?'(l— /) V«? * ;• 
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Tangentes ad curram in puucto B angulum rectum formant, axes coordi- 
natarum silnt hae tangentes. Si pro y' = — i et o?' = i/^^jT" ponitur 

in asquatione tangentis a?=0 reperitur y—ly unde liquet rectas CJ et 
CJ^ esse tangentes ad curvam. Quum crit 0?' = + ^, aequatio tangentis 
ap'*(y — j')=0, adeoque y=/' = l; et jam notum erat asymptoton 
DD' in hac hypothesi esse abscissarum parallelam. Nec non sagacissimus 
Quetelet invenit focalem curvam praesertim singulari proprietate gaudere. 
Sit enini tangens ad punctum quodvis curvae v. g. U G^ ; jungenturque 
puncta A et U recta IT^, atque simul perpunctum intersectionis J sit 
JJ' ducta axi XX' parallela: si ad punctum J^ construitur tangens /' C, 
duae hdd tangentes se in focali constanter secabunt. Pro longitudine sub* 
tangentis ol)tinetUr 

Pro sul) normalis longitudine invenitur 

y dx'" 1+/ — /* • 
In pimcto J y ubi ^'=— | etx':r:p^t\ , 

olitinetur pro subtangenti J/^y| rr — ^ 
et subnormali | p^ 3 = ^. AU 

VIL 

Ut olitineamus aequationem polarem cnrvae , consideremus radiimi vec- 
torum uUum B U. 

Triangulum UBA dabit 

t : B U : : sin B UA : sin UABy unde 

B U^ ^^ ^^^ SQd sin UAB = cos BGA = cos 2 GB U, 

sm S CT^ • ; .1 

G J3 est enim^ aequalis G U natura focalis causa. Si dicitur (^ angulus quem 
B U cum axi abscissarum negativarum facit et iste radius vector littera 
f expri^itur, erit 
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eo82(p 1 ^ . , , 

p zz -7 ^ = . — 2 siu (P> si observatur 

^ sincp sm(p ^ 

cos2(p = cos*(p— sin*<p. 

Ope hujus aequationis si (p a zero ad 45^ crescit, radius vector positivus 

z dabit omnia puncta rami UB; sin autem (p a 45^ ad angulum rectum 

crescit, omnia puncta rami BJ^A radius vector negativus z daliit: si cp 

augetur ab angulo recto ad 135^, positivns z proferret puncta rami AJB; 

denique (p crescens aL 135 ^ ad duos angulos rectos negativus radius vector 

w 

z puncta omnia rami B U' constituet. Adeo integram ciUTam nostram 
ope aeq[uationis polaris praecedentLs angulus (p a zero ad duos tantum rectos 
angulos crescens determinabit. Sin autem cupiatnr ut radii vectores positivi 
solum describant curvam nostram, necesse est, angulus (p crescat a zero 
usque ad quaternarium rectorum angulorum numerum. 

• 

VIII. 

Si punctum A polus habetur et u repraesentat radium vectorem A U 
atque designat t angulum quem raduis vector- A U cum axi applicatarum 
constituit , obtinemus AU= AG + GU^ simulque AJ~ AG — U G^ 
sed AG— sect i et U G — BG— tang * , hisce valoribus elicitur pro 

aequatione alia polari focalis u = sect + tang t . Hac aequatione habetur 

uAt , . 

quarta curyae nostrae generatio. Observamus quantitate -^ — exprimi tan- 

gentem anguli /3 quem format radius vector cum tangenti ad curvam erit 

ergo tang i3=+ cost #. Haec aequatio simplex, ofifert constructionem 

elegantissimam geom^icam. Subtangens , in ooordinatas polares translata, 

idest, pars perpendictdae in radium vectorem demissae, inter punctum 

polare et id in quo tangens ad curvam hanc perpendiculam secat, exprimitur 

. u* dt 
formula generali -^ — , atque hic erit 1 + sin * , Sulmormalis autem, 

quae ratione normalis eodem loco habenda est, quo subtangens ratioue 

i du ^^^R ' "^ S6C t u 
tangentis , cujusque valor — jr- est , erit — ^ r ' > seu + 

€vC COS V COS V 
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HdB expressiones simplices subtangentis et subnormalis modos duos 
alios construendi ^eometrice tangentes ad focalem offerent. 



IX. 

Formula generalis pro determinando radio curvaturae in curvis ad 
coordinatas polares relatis, est . 



['•*(*)'] 



I 



r s • 



-(1^)' 



? 



d(p» 



sed est aequatio currae focalis 

p = -t — •z — 2 sm (P ; 
* sm(p ^ ' 



e qua deducuntur 



d 



? — cos(p 



2 cos(p 



dcp sin *(p 

d'e 1 2cos*(p ^ . 

dcp* sincp sm*(p t -^p*"^/ , 



his valorilius in formula praecedenti radii cunratnrse substitutis, omnibusque 
reductionibus couYenienter efFectis eruitnr tandem 

_ (l+4cos*(p8in*(p)| 



r = 



4sin^(P(l + 2co8 '(p) 



' Si in hac formula statuatur (p = 45 ^ ^ inyenitar pro radio curvaturds in 

puncto duplici B, r = \/^ \ lateri ergo quadrati circnlo ASC inscripti 
sequalis est hic radius cnrvaturas« Nunc supponatur (p = 90 ^ ^ erit r = -1 • 
Formula radii curvatur» nobis indicat, curvatnram ac magis diminuere, 
quo longius ja puncto A seceditur ^ et tandem posito (p = 0, nullam esse; 
hac hypothesi enim obtinetar r = ^ • 
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X. 

^ pnadratnra curvae obtitietiir ope 

hsec, substitato in locum ^* ejus valore fit pro nostrae curva 

Q = ^ i J— T— j 4 + 4 sin *(p | d(p + C, et integratione facta 

O — — TT- .— ( 1 + 2 sin '(2> ) — (p + C, ubi C more solito con- 
^ 2sm(p \ J 

stantem et (p arcum angulo (p correspondentem exhibet. 



TT _ ^ . 7S 



Pro (p = 45^ fit = , unde r; — 1 — -r + C7, ergo (7=1 + j ; 

• adeoque Q = 1 — ^ . \j (1 + 2 sin »^) + tt — cp , • • . • (B) ubi -n semi- 

peripheriam circuli ASC exhibet. / 

Ut inyemantur spatium BJ^ABy ponendum est in aequatione praece- 

denti (p = ;rj unde erit Qs=l — j; patebit igitur weam quaeesitamBJ^-^B 

aequalem esse quadrato BAS'S substracta quarta circuli parte ASC; unde 
sequitur hanc aream aequalem esse triangulo mixto (curvitate et rectitudine 
linearum conspicuo) SS^AS. 

XL 

Subjunxi formulam qoadratnras, quam liberalitati ingeniosi urentoris 
focalis acceptam refero^ 

Secunda asquatione polari applicita , area Q quae duobus radiis vecto- 

ribus includitnr, expressa nascetur, est rero haec: Q^^fu* dt+ C, 

' qnae si observamus u = sect + tang i , fiet 

unde integrando 

Q=tang<Xsecl— K + ^> «u 
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<?-X«— s+C. 



+ ** 2 

Ut constitueretur valor constantis C, posuimus angulum <=0 . Area re- 
spondens etipsa erit = , it habebimus quia uzziy 

0=+l + C, undeliquet C=dbl, et obtinebitur 
si f^ = 0, Q = l — y , 






exhi}>en$ pretiimi area^ AJB\ quod concinit paragrapho pr«ecedenti: om- 
nino hoc integrale ducit ad geometricam constructionem attentione dignis^ 
simam^ ex ipsa formula sequentem atque exponentem, aream inter AB et 
alium radium vectorem et arcum focalis, qui puncto.B^t eo quod con- 
stituetur radio vectore respondenti includitur , interjectam a^quam esse dif- 
ferentiee cujusdam rectangidi et certi sectoris. Etiara hinc concludere licebit, 
aream , quam ambiunt di£Ferentia radiorum vectorum eidem angulo respon<» 
dentium, et duo arcus focalis, qui conjunguntur in puncto B et quorum 
duo puncta alia eodem radio rectore determinantur eamdem reperiri cum 
differentia rectangulorum commemoratorum. 



XII. 

Nunc ad nostraB cunrae rectiiicationem progradiamur. Calculus inte-- 
gralis pro determinando arcu in curvis ad coordinatas polares relatis, 
formulam sequentem proponit 

«=/K?*^(P*+^?* +C, 
ubi C rursus constantem significat; 

e qua orietur asquatio, substitutLs in locum ^ et in locum d^ illorum valo- 
ribus, qui sunt, 






I » 
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etdf = - {^^ + 2 cos<pJ d(P ; 



/* j\* 1>^1 + 4 sin » <P — 4 sin ♦ tf> 

I d^ V — i r-!^s3; ■■ + C:8ea 



♦.<P 



= /^ '^ ^ . +i^ 

^8in*<pJ/^l + 4sin *(P — 4sin •^ ^^ 



-^ 



4 sin » <p ^ ^ 

. _ . ■ ., +c. 



^^ 



djc 



Ponendo sin (p =: ar , erit d ^ = r— :== , eradetque haec sequatio 

/^ dx / * 4dj^ 

"y 07 *|Xl + 3jr«— 8a-»+4^« y p^l+3a7*— 8a:* + 4a7« 

t^l + 8072—807* +407« 

Posita quantitate o?» aequali variabili alteri y, haec asquatio trausformatur 
ijx sequentem 

2yd/ 



-fi 



+ C • 



J^r + 3/»— 8/»+4y* 
Jam - tollimiis <liguitates impares sub radicali positas, quod fiet si snmimus 

2u + l . . ' 

y = — 2~ > <I"^^ sumtum nobis dabit aequationem 

^__, ^ - - , , - -— . ,'" l/^T du 



_ r l/^ d u r2\y ^ udu f 

1/(1 +2 u; ^^8 u ♦ — 6"m^ + 1 */ JXsir*— 6tt»+l yj 



seu 



__r l^ j!± r ip^ ^ du /_ 

J il-iwf/fSu^-Qu-^+i J (l-4u»j|/^8»*-6it» + l J\ 



/ l/x du 
/==—== +C (C) . 
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Tertia formula expressionum posterioris membri hujus aequationis haud 
difficulter integratur secjueiiti modo: ponendo «»=«, erit 

— il/f2 udu ■ X ' <^* 



— -^ t4 ; sit «(juatio 

If^ a*—ici+i =z» — r, de qua deducuntur aequationes 

8r»— 1 j 128r»— 96r+16 N^ ^ __ 8r' — 6r+l 
.«=167^' ^"^ (16r>-6)» '''^' *~'^- (16r-6) ' 

hi&ce fit 

/■ i _l! = / - 7^;= ^ log(3->8r) :-^ 

y - - p^««_4«++ -7 .(3-8r) S^ 

restitoendo loco r ejus valorem »» — ^l — 6w» + 8w« > provenit 
rSI^£^= =ilogr3-8i.^ + l/^64u*-48^^+8~| : 

Siniili modo facfllime iavemtur qnarta formula 

/* —2j/^ T udu __ ^ 

J{i^iu^)iy8u*—6u^ + i "" 8i^^ + J[/64tt* — 481^^+8—2 

Hsec duo integralia restituendo loco u ejus valorem 
2 sin * (P — 1 ^ ^ 

z— 1 — ^ . , mutantur sic 

L « (p — 8 sin *(p + 3 sin a(p + 1) J . . Q 




atque sic 

_ _————.— T- ^ ...(£). 

(28in2(p — 1)^ — 1 +2sin(f^/4sin6(P—88in*(p+38ma<p + l) 

Nunc ad integrationem priniaB expressionum aequationis nostrae (C) 
redeamus: Jbaec vero est 

^ ^ — u — — . Ad hoc integrale obtinen- 

(1— 4K»)pr 8w*— 6it* + l) -P^ 

dum, quantitatem sub radicali scriptum in factores ipsius dividimu», quo 
facto sequentem sequationem 'accipimus. 



— 19 — 

(8u*~6a» + l) = (l~2u«) (1— 4u*). 

Sint 2u=:8m>f/, et e« =>, unde du = | l/^i — sin * >(/di^ , et fomula nostra 
ftLibit in hanc i ; 

Differentiando quantitatem tang ^^ \/ i—eAn^-^ , . habetujr aequatio posito 
i — «2 = 6% 

dClang^^t^l — e«8m»4/) = ■- + ^ — _ 

cos «>(/ Hx^l — €? « sin *4' U^i — e^sin^'^ 

co» «tf l^ i — e^ sin «^f/ jx^l — ^«sin^^^/ ' 

nnde «quatio evadet, 

fe*d>f' 

atque integrando . multiplicandoque aequationem per ^^ obtinetur 

^ 26* ' 

"TV C08»^(^i:;^«8i^ ~ "2*^ ^tang>f'I^l-<.»8in«,^-B^ 



V • 




2" /! ^ 



2 •/1^1 — e»«in«4^ 
«i perpendimu» in^egraleyj^ \/i—e « sin »>f/ significare longitudinem arcus 
elliptici, eamque littera E notamus *). Formula ultima aequationis (C) 

f/^/^X o . ^ 7 pariter rertitur in hanc ^^ f ~: — - - 



•) Trtit^ du cdcul diff(ftrentiel et int^grel par Lacroix, Tome 2. 
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Fropter qaam igitur «quatio (C), propterque integralia (£), (D) et 

(F), haec erit 

1 

~ C28in «^ — 1) » — 1 + 2 siiKp jk^48in •(?— Ssin ♦^ + 38in ^(p + 1 ^ . 

+ ♦ log ^3—2 (28in *(p— O * + 48in(p ^^4sin «(p — Saia *(p+3Tin «(p + 1^ 




nang>[/J/l — ^^sin »>[/ — £ J ^l"^ /] 



26* \ / J t/^i — e^sin*^ 

. 

J/^l_^2sin»^^ 

exprimi duobu8 arculius duarom ellipseum, inter quas quaedam ratio inter- 
cedit^ jam aequationem, quas diximus prdestantem quaeramus. 

Sint igitur duae asquationes e' ziz — , 8inC2>f/ —>(') = ^sin^^, haec 

l + ^ 

aequatio ad digfiitatem secundam elata^ primo dal>it 

> 

sin * C2 '^' — •sf') = ^ ^ sin « >f/ , unde 

C08 * (2 %(/' — %(/) = l — ^*8in «>(/ , seu 

C08 (^-vf/ — >(/) ^ j/l — ^«sin*'^/ ; taec aequatio de asquatione 

conditiouis detracta , efiBcit , cos 2 >|/' = j/ 1 — e^ sin*^ cos >(/ — ^ sin * >(/ ; 
e qua^ attentione ad formulam generalem mota 

1 + C08 2 a z= 2 C08 * a , coHigetur 

2 C08 * >(/' = 1 — ^ 8in « >(/ + cos '^ {/^1 — e * sin » >(/ 
2 sin ' >(/' = 1 + ^ sin * 4^ — cos >(/ 1 — e^ sin * >(/ . 

Singula harum duarum asquationum membra perse invicem multiplicando, 
atque quackatam radicem e duobus aequationis acceptaB membris erueudo, 
'obtiuebitur 

2 sin %(/' cos >(/' = sin -^ (^ e cos '^ -{- \^^ — e * 8iri » >(/y '• 

Differentiando aequationem 

2 sin * >(/' = 1 + ^ sin * >(/ — cos >(/ p^l — ^«sin «>(/ , 
habetur omnibus reductLaBibus factiA 
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tandem eadem «^quatip dabit .." 



j ' » 



- ^, , ., — -i. € cp9 'vf' + I/^f -r ^ ' sin 2 >L 






Si jam per E^ arcum ellipseos , cu jus axis ma joris dimidiuln a^quale est 1 , 
et excentricitatis quadratum e^* , manifeste liabeLimus 

E' = J d -^' ]/^l — ^' * sin «>^' : si in locimi ^ 

d^f^' etiin lo^um l/^i^c^~sm^i'\ valore» rapra: invenfti suffipi- 

untur, prodiLit aequatio idem significans, 



/; 






^/^1 — e*8in*>f/' 



J ►^l— e»8m»>(/ ^ ^ 

/• ; rf>|/ 2 / \ 



/r 



YalDT arduk^;r Talore fmiotiDiiis ftujoB snbatitnto; de«^ 
clarabitur ceqsatiokie haC) •' i . ^ * •.'>;' /. . 

t 4' . 

^ -j. c — — ^- ^ —- — 

(2*in«(p~l)^^l + 28inipJ[y^48in»^ — 8sin*(p.+ 3 8in*<p+l 
" V 4'log n -Ji'(28in'«> — 1) «+48in<pl/^48in«(p— 88m*(p + 38in«(p + l'] 
+ ^/X|Jang>^^^l— c»8in»^ + 4e8in4/ + 3ir— 4(1 + r)Fj • • • • (O 



Constituemus' constantetn C conditione, qua arcus m puncto A mcipitur^ 
seu evanescit, quod . congriium est nat^jirae eur¥9^« (Jonafltqitur ansulus ^ 
relatione sin 4^ = — cos 2 ^ atqiie 4^' hac^ \ ^ 
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^n2^'sz -^ 2 ' ' ^^^ hypotliesi (G) 

erit, quippe (p = 90% 0==C + ^^(4tf + 3J5, -.4(1 + J?;)> ^*^« 

C =: 1/2 ^4 (1 + ^) B; — 4 ^ — 3 E^j . -ft, notat valorem arcns reapondentem 

ai^gulo >(/ = 90«' , id est yalorem quartd^ parti^ ellipseos , atque E^ significat 
valorem arcus E' respondentem angulo sin ' ^f*' = "j^f ^ ^ 

l^S^ (^) evadet ^ . 

+ilog(3— 2(28m«<p--l)»+48in^t/48m«^— 88m«<p+38in»<P+l) 

. _ _ •_= ' 1 '_ •. 

"" (28in*<p— 1)« — l+28in<pV^48in»(p— 88in*<p + 3,8ini^~+ri*"^*'' * 

Haec aequatio nohis indicat arcum-focalis exprimi funetionihus circu- 
laribus^ logarithmo et arcubus ellipseum duarum quarum axes majores 
suut2, atque minoresJ/S^rs CS (latais quadrati inscripti circulo AC), et 



2-t/2 ^ AC-CS 

2+iyr^^c+cs' 

XIII. 

Si nunc cvarn Comlis cireum aixenr uiY Botator'^ arca AJ^BtJ pto^ 
creavit in motu solidum cujus cubatura sequenti modo deteminari potest. 
Quodque areae elemeutum uti v. g. PPM^M motu rotatorio circum jiT 
solidum geuerat, quod cylindrtim cujus altitudo PP , et cujuB basl^ circulus, 
qui habet radium Af jP , conaide^atar. ^Ergo pro expre^si^ne cyiio^ k^jns, 
rt J^exhilieat solidum, de quo a^tur, ottinetur dF=7fX^dx: ex «qiia'- 

tione «utm' curvae generatricis habemua ^p * = C-^^'^ f adeoaue fit 



c 



t » ■ 
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Constitata sit constans arbitraria , conditione qua solidqm simulque integrale 
eranescat posito /=—1. Unde prodit ^^ = 3 T 61og2 — 14 J, ergo (J) 



evadet 



V= jJ61og(j^)-(4 + 6y + 3y«+y>) j . . . {K) . 



Posito jam in hac /=rO erit formula {K) 
^=^(^610^2-4^=^ 0,1588832... ; 

si observamus Iog2rr0^ 6931472 in systemate, cujus basis est numerus 
notus e . Solidum igitur generatum per aream^/'B-^ fere aequat partem 
vigessimam quintam sphuarse cujus radius est 1. Si coguoscero Telimus 
ciihaturam solidi quod generat revolutione circumcirca axem A Y area 
MAM^My oportet, formulad {K) subtrahamus quantitatem^ quae reprae* 
•entat cubaturam hujus partis solidi , quae per triangulum MPA geueratur ; 

valor hujus solidi erit 3"^*(* — ^^"3* (7*+/') • ^W"® ^P® P^^ culja- 
tora solidi generati per aream MAM'M deducitur sequens 



2f 31og^j4ip)-(2+3r + 2y»+x») ; 



\ 

e. qna constat solidum tale aequale voluminium differentias duarum sphae- 
rarum dimidiarum quarum radii sunt duae partes factoris secundi expres-^ 
sionis praecedentis. 

XIV. 

Snbjungendam censui aliam fbrmulam volumen solidi ejusdem exhi*^ 
bentem. Theorema Guldinii eximii pronuntlat solidi quod curvae gignitur 
revolntione circum axem quandam, volumen aequipollere areae ^neratrici 
mnltiplicatae peripheriai qnam illitts centrum gravitatis descripsit. Sit 
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BMM' elementum areae, O Dlius centrum gravitatis, cujus distantia ad 
axem erit 0L= — Ifcoscp; si recorclamur centrum gravitatis trianguli 
esse in besse rectae ductae a vertice^ad basis medium: in quo non negli- 
gendum est nobis proficiscendum esse a vertice. Volumen ergo generatum 

revolutione nujus areae parvulae erit dT^ — 2ic\ pco&(P — 5 — , 

area parvula B MM^ est enim 4 ? * ^ <P • 

I 2 sin * (p 

Introducto pro j ipsius valore r— ^ — , peractaque reductione 

obtinebimus 

2ir iQcos<pd(P . cos(P } 

d V— -^ { -. — hSsin^ipcosi^dip : — r^d^ — <i2sin<Pc08^c2^ \ 

3 I sm (P ^ T ^ T 8in ^ (P ^ ^ ) 

cujus integrale conpletum est 

^=^J61ogsinip + jjtj^~28in«(P(co8«(P + 2) j ^ C 



V^ 



unde C = -^U — 61og?_— 

3 ( ^2 



Restituendo loco C hunc valorem in formula praecedenti provenit, 

2t ( 2sin(p / 1 \ ? 

f^=^J61og— + i(^a+^^ 

Ut obtineatur cubatura solidi, quod ab area BJ'AB gignitur, ponen-« 
dum est (p=r90* in (i): hoc modo operatione facta^ solidiquod cubatura^ 

*ic 

de quo queritur, erit r- 0, 1 588829 •., quae eadem plane est cum ea, 
quam dedit formula (JC) in paragr. 12. 

XV. 

Centmm gfavitatis solidi eujus superiicies generatur per curvam foca- 
lem , dum oircum axem A Y revolvitur , necessario situm est in r^a ipsa 
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A r, quae est symetrice posita solidum respiciens. ProLlema igitnr redu- 
citur solum ad quaerendam applicatam Y centri grayitatis. Sit solidum 
homogeneum, ita ut eadem omnium partium densitas reperiatur; pondera 
igitur illarum proportionalia erunt voluminiLus. Quodsi solidum dividitur . 
in uumerum infinite magnum partium iniinite parrarum per plana perpen- 
diciilaria ad axem A Y\ et representatur littera Y distantia centri gravitatis 
solidi ad planum perpendiculariter ductum per punctum B ad axem BA^ 
formula sequens determinabit hanc distantiam: 



=/ 



^x^ydy 



x^ dy 

si meminimus solidi momentum / ratione habita plani , aequare momen- 
torum summam elementorum^ et momentum solidi respecto plano, esse 
solidum multiplicatum distantia sui centri gravitatis ab hoc plano. Elimi- 
nando o^* ope aequationis curvae focalis obtinetur 

integratione facta, constantibiisque arbitrariis conditione determinatis , qua 
solidum evanescat in puncto A^ habetur 

r = ^ — ^i T ^ . . .(M) y 



2iog(f^)-(^+r*+2r+l) 



quae centmm gravitatis solidi nos exercentes docebit* 

Si r=l ferit r=— = 1; centrum gravitatis ergo solidi generati per 

aream infinitam non constitutum est: neqne causa est cnr centmm gravi- 
tatis solidi hujus prius in alio loco sit, quam in alio. 
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XVI. 

Centro graTitatis constituto, qnaestio sequens sponte sese offert, quae 
expressio declaret snmmam elementorum solicli legi se circuni axem fixam 
rotandi suLjecti , quorum singula quadratis intervallonim inter ipsa et axem 
interjectorum sunt multiplicata. Haec snmma, plerumque nominata mo- 
mentum inertiae, constituatur, necesse est, ad celeritatem angularum cog- 
noscendam, qua solidum circum axem iixam fertur, quando ei quacunque 
arte triLuitur quaedam celeritas. Quare jam huic momento inertiae excu- 
tiendo operani demus. Sequemur. ratiocinium illustris Poisson, quod ali 
ipso in opere ,,traite de Mecanique, inscripto datum, propter elegantiam 
atque simplicitatem repetimus. 

Imaginemur soliduni in annullos circulares, spissitudinis et latitudiuis 
iniinite parvarum divisum ; quorum singulorum centrum est in axi A T, quique 
intra dua plana ad hanc ax^m perpendicularia comprehenduntur. Animo 
informemus unum horum annullorum ; sint r radius- interni et r + dr ille 
externi circuli hujus annuUi^ ita ut dr sit latitudo annaUi; dy erit 
illius spissitudo. Hic annullus manifesto est differentia duorum cylin- 
drorum, quorum altitudo communis est dy ^ et qui radios hahent r et r J^dr\ 
volumen illius igitur erit tt (r-}- rf?-) » rfj — •nr'^ dy—l-nrdrdy ^ neglecta 
tertii ordinis quantitate infinite parva: massa annullo hujuB erit ^nfrdtdy ^ 
f significante solidi densitatem constantem. Quare momentum . inertiae 
annulli, multiplicando massam ejus per r* erit l-nfr^ drdy\ si integratiur 
haec expressio ratione hahita r et ah r—Q usque rzzzoc ^ habebimus mo- 
mentum inertiae segmentis solidi, de quo. sermo est, et cujm spissitudo 
est dy ^ interjecti inter dua plana perpendicularia ad axem, id est, summam 
momentorum inertiae annullorum omnium comprehensorum duol>us planis: 
efiFecta hac integratione , obtinebimus \ Ttfoo * dy. 

Aequatio curvae goneratricis nobis dabit 
si pretinm hoc in locurn x* ia. nostra formula sttfficinius, prodit 
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^ ^_ .y-^ dy f quae expressio constituet momcfntiim inertiae 

segmenti solidi spissitndinis finitae comprehensi duobus planis perpendir 
cularibus ad axem AC\ Integrando atcjue constituendo constantem condi- 
tione qua solemus^ ita ut dicamus solidum evanescere pimcto -^, J)roveniet 

!v» 1 4. 1 V 2 148 

£n formulam quae exprimet momentnm inertiae partis solidi generati 
area quadamu^JWP, rotando circum axem AC. Positiva semper illa erit 
quaecunque sit y . Qui exitus exspectandus erat : est . «nim liaec fmictio 
mere geometrica et inprimis positiva. 

XVII. 

Hoc fere modo quo paragr. 14. agentes, habebimus expressionem 
^equentem solidi y generati area quadam circum axem abscissarum revo- 

luta, V ^^■'J p*sm^d(f> + C , pro f posito ejus yalore erit 

2 «I cos (P \ ) 

V'z=L-ir -r-^ 28iu*(p — 3sin^(p — 1 — 2t<P + C 

constituimus constantem typothesi J^=0, sicp^^S**, atque ita habe* 

2ir -jr* 

bimus Crz — ^ • 2 + — , hoc valore C novissimae formulae inserto, sequetur, 

XVIII. 

Si dividimus solidum generatum revolutione areae cujusdam circum 
axem , area hac atque qnantitate 2 ;r , orietnr distantia centri gravitatis 
hujus areae ab axe fixa. Quare dividentes formulam (JL) formula (B) 

4 



— 28 — 

ol (juantitate 2;r, distantiam centri gravitatis hujus areae al> axi AT 
viclebiniiis. Eoflem modo dividentes formulam (iV) . formula (B) atque 
«inantitate 2 7ry accipiemus distantiam centri gravitatis ejusdem areae ab 
axe aljscissarum. Hoc modo centrum gi^avitatis ullius areae notum erit. 
Ut commodus hujus problematis sensus fundatur, prol>e notandum est, 
omnia puncta areae hujus aequis ponderibus onerata, seu acta viribus 
aequis et parallelis esse putai* ^a. 

* m 

XIX. 

Jam facDe solidum, quod gignitur revolutione areae cujusdam circum 
asymptoton CD expressum accipietur theoremate hoc. Nam 2nQ exprimet 
summam solidorum duorum generatorum revolutione areae Q, ^}^^^ circilm 
XX^y deinde circum DD' axes rotatur, si area intra illas axes continetur: 
sin minus , 2 ;7 () exprimet difFerentiam duorum horum solidorum. 

Revera" si a disantia centri gravitatis hujus areae ratione alterius harum 
axiumhabita, distantia ejus ab altera erit 1 — a: si sunt f^ et /^' solida 
generata eadem area circum duas axes, proveniet convenienter theoremati 
GulcUnii ^ = 2a^() et r''r=2 7r (1— a) Q, unde F' + F' =27rQ .. .(O) 
Q. E. D. 

Si area Q. invenietur in eadem plaga axium; distantiae cenfri gra- 
vitatis ab his axibus erunt, a et 1 + a, quo circa ^=2a;rQet 
r' = 2(l+a);r(?, unde V' ^V = 27t Q .. .{P) Q.E.D. Quodsi^' 
constituitur . formula (iV), constitui etiam V^ potest formula (O) aut (P). 

XX. 

Arcus elemeutarii centri gravitatis distantia ad axem AY exprimitnr 
quatisate — ^ coscp : superlicies revolutionis parvula ipso generata erit ex lege 

Guldinii theorematis c/ .S — — 2 t ^ cOs <p (X^p^dip» -|-df * , valoribus notis 
pro ^ et pro d^ ivx hac formula introductis, et reductionibus factis habetnr 

^ c — . o-, (28in«(P — 1) , . ■ .. ., 

sm^ip I/l + 4sin«(p-48in * (p 
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Tiaec aequatio integrationi facilior tedditur, ponendo sin*(pzi:u; hoc 
modo obtinetur 

— ** Jil V^ 1 + 4 M —4 u » , CUJU8 mtegrale completum est, 



S 






Restitnendo loco u ejus valorem sin * p ; proveiiit 



aro 



. J/^^^2-l+2sifi»(p ) 

( tang = y _ ==) • • • ((^) • 

• l/^/2 + l— 28in«(p \ 




2 
Ponendo S = pro sin (^ = .5:^ . ^ elicitur 



C= — T (4|^2"+2t), obwrvando esse e notisslma trigono- 
metriae propositione ' 

arc Ctang = 1) = - , 
unde aequatio (Q) eradet 

„__ 11+2sin»<p, . r— 

1 — wn"»"^ ^^1 +48in»<p — 48m*^ +8aro 

. r/^^2"— 1 + 2 8in » <p 
^tan^ = — — -_ ) -\]/^2^2x) . . . . (B) 



1/^2 + 1 — 2 sin »<p 



. . .-. '" . • •- 
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Smaendo in hac sin cp = 90* > obtinetur pro superficie generata a 
curva BMA 



5 = ^ (3 + 8arc f tang= ■ ■ ) — 4 p"^ — 2t) • 



XXI. 

Superficies focali generata liaLeri potest in numerum zonaruni latitu- 
dinis admodum exiguae infinitum divisa. Ea zona, cjuae elementd curvae 
MMf procreata est, conus aLscissus putari potest, cujus bases, quarum 
radium nuUo iuterjccto intervallo, alius alium sequitur, parallelae repe- 
iduntur, et latus est elementum J/c/or^ + c/y* . Superficies .illius coni 
erit 1it x\/^dx'^ ^dy'^ \ multiplicando hane zonam per \y, hahetur 
^Tryxl/^dx^^^-dy^ . Integrando hane formulam inter limites conve- 
i^ientes^ oLtinetur summa onmium zonarum, multiplicatarum distantiis 
quae porriguntur a centro gravitatis ad planum perpendiculariter ad axem 
B Y per punctum B ductum ; quae summa aequet necesse est totam super- 
ficiem 5, multiplicatam distantia Y^ a centro gravitatis ad idem planum 
porecta secundum placitum Mechanices notum ; id est superficies tota solidi^ 
multiplicata distantia a centro gravitatis ad planum idlum versa, aequalis 
est simimae elementorum omnium ejusdem superficiei multiplicatorum sua 
distantia quae a ceulro gravitatis ijisius ad idem planum pergit. Hoc 

modo habetur Y' S = 2 '^fxy f/TZjc^+dy» • 

Haec formula ope curvae gcnerationis ad duafe fractiones partiales, 
radicali \/^ 2 — y * conspicuas reducitur; quod ut evanascat, efficiemus 
transformatione simplici. Hoc pacto intcgratio ^jHjtstulata reducta fiierit ad 
eam fractionum rationalinm partialium. Coriimodum ab hoc calcule 
sublatum non est aliud eo lon^itudinis et. facilitati^ Kn causam cur 



suppresscJCijcn. 

:••: ••: ••• • - 
• V • •:••-" 
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Ob eamdem causaHi <[uoqxie fornatulas, quae expriment momenta 
iuertiae solidorum revolutione focalis circum axem XX^ atque circum 
asymptoton DD' generatorum, omisi. 

\ 

XXII. 

luvenietur formula, quae constituet superficium S' ^ focali circum 
axem XX^ voluta generatam, modo eodem quo paragrapho 20. adhibito. 

Theorema paragrapho 19. ostentmn etiam ad superficies revolutionis 
pertinet. Quodsi 6'' notat superficiem genitam revohitione arcus z circum 
asymptoton DD\ prodibit 

S' A^S" = l7t z 

S'' -^Sf —l-nz 
prout arcus z continetur intfa axos, vel eadeni plaga harum axium. 
Formula, quae S' dabit, constituta, facile una harum aequationum repe- 
rietur S' ^ id est supierficies revolutione arcus c jusdom circum as/mptoton 
DD' nata. 



XXIII. 

Ex ipso theoremate Gtddii^ii sequitur, ut habeamus dist4ntiam centri 
gravitatis arcus, superficies arcu hoc se circum axesu^r et XX' volvente 
efFectas peripheriis quarum radius commimis longitudo hujus arcus divi- 
dendas esse. 

Formulae {B) et {K) et en quae dabit S' huic negotio inservient. 

ff 

XXIV. . 

Sulijungere volumus aequatiouem superficiei revohitionis circum 
axem AY. 

, . . Cjomprehendinxus superflciem revolutionis prqlatam motu circtdi , cujus 
planum perpendiculariter stat in axe A T, centrum iu hoc axe reperitur, 
et radius talis est qualis^ focalem semper secet, Omnis circulus, cujus 
planum parallelum est plano ordinatarum x et z, qupd putattf^ ductoir 

• • * • ;• ;*••? 



1 
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perpendiculariter per piuictum B ad axeni BAy IiaLet aequationes eas 
plaui atque cylindri perpeudicularis , seu yz=:ocy et a?* + ;s*=/S*, posito 
BPzzct et PM—^. Aequatioues focalis sunt 

^ ' "^"^ =37* et z=0 . 

Elimiuando variabiles a? , / j . ^ > inter has quatuor aequationes , relatio 
inter e^ ct /3 , ad quam perveniemus , conditio erit qua hac curvae siLi invi- 

cem occurrunt. Haec aequatio erit -r ► = (3* ; in quadam circuli 

positione ex « pendente. 

Si in hac conditionis aequatione in locum /3 * sufficietur ar * + z * atque 
in locum ec substituetur /; nanciscemur aequationem postulatam , quae est 

r' +y* 
1— r 

Si / = «, habetuT -^ ^ = ^* +r * j ^^^^ aequatio circuli invejiitnr 

1 "^ec 



jus radius est I >^ ^ '^^ 
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CU]US 

Si /=0, hic circulus reducitur ad puuctam: »iy=l, hic circulus 
exit in asymptoton. 

XXV. 

* 

Primum postulatum, quod oflPertur, est ut planum tangens ad super- 
ficiem ducatur. 

Aequatio plani tangentis est in universum 

d z dz 

z\. x' y y' designant coordinntas puncti ullius plani tangentis. In nostro 
ca^u erit 
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Aeqnationis nonualu enint 



x'-_a? — j r«'— z)=0 

y j ^ z (1-/)* \ y 

Prior harum aequationum etiam erit z^x — zx^y in qua legitur, projec- 
tionem in plano coordinatarum x et z per originem duci. Inde colJigemu» 
uormaleni axi A Y obviam fieri : quod reyera evenit in quavis revolutionis 
8uperficie. ^ 

Ea scientiae pars, quam Galli dicunt Geometrie descriptive ^) nos 
etiam docet artem planum tangens ducendi virtute in planum tangens 
siiperficiei revolutionis comparatum cadente ; qua est perpendiculariter 
erectum in plano ducto per axem revolutionis et punctum contactus. 

Qliando noLis proponimus planiun tangeos ducendum ad superficiem 
focalem peir punctum extra superficiem situm cujus coordinatae datae sunt. 
Aequatio plani tangentis cum ea superficiei conjuncta constituet projec*- 
tiones curvae, quae e^t locus omnium possiliilium contactus punctorum« 
Quare postulatum non est definitum: quod etiam animadvertitur inteUi- 
gendo planum tangens rotari coutinuo per punctum, quod datum est iens, ita 
ut non dessinat tangere superficiem. Hic motus generabit certum conum, 
c^jus centrum punctum datum est et qui procreatus est linea recta, per- 
petuo perpunctum datum ire et semper superficiem tangere jussa. Solutio 
analytica problematis planum tangens ad superficiem nostram per rectam 
quae extra superficiem data est ducendi nullis difiBcultatitius obnoxia eiu 
Ponamus enim punctum ullum in hac recta exstans, substituamus coor«* 
dinatas bujus ptmcti in locum x\ y^ , z^ \il aequatione plani tangentis^ 
et habebimus aequationem quae nil continet nisi Zy Xy y coordinatas 
puncti contactus. Ficta conditionis aequatione ut data recta in plano 



^ Gjom^trie descriptive par G. Monge. 

EMais de G^om^trie sur les plan« et les amfacei coitibei par Lacrouc 
G^om^trie descriptive par Vall4eb , 



